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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá klasifikací a zkoumaním vlastností okruhů řádu p2 a p3
(p je prvočíslo). Jsou zde zavedeny a používány pojmy, jako ideál okruhu nebo polynomy
nad konečným polem. Kromě blíže nespecifikovaných abstraktních okruhů jsou uvedeny
a klasifikovány také některé speciální typy konečných okruhů. Součástí této práce je také
programový balíček, který dokáže automaticky rozpoznat, ve které ze tříd se nachází
uživatelem zadaný okruh řádu p2.
Summary
This Bachelor thesis deals with classification and studying of properties of rings of order p2
and p3 (p is prime). Terms such as ring ideal or polynomial over finite field are introduced
and used in this thesis. Apart from abstract unspecified rings, some special types of finite
rings are also mentioned and classified. Program package, which is able to automatically
classify given ring of order p2 is also part of this thesis.
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1. ÚVOD
1. Úvod
Cílem této bakalářské práce je klasifikace a zkoumání vlastností konečných okruhů.
Ačkoli se v algebraických textech a učebnicích často setkáváme s klasifikací konečných
grup, o konečných okruzích toho bylo napsáno méně. My se budeme zabývat okruhy řádu
pα, kde p je prvočíslo. V anglicky psané literatuře se k označení těchto okruhů někdy
požívá pojem Small Rings. Uvidíme, že pro α = 1 je situace jednoduchá, ale s rostoucím
exponentem α se klasifikace komplikuje.
Nejdříve definujeme pojem okruhu a struktur, které budeme v klasifikaci konečných
okruhů využívat. Mezi ně patří například ideály a polynomy. Pak uvedeme některé důležité
věty, na něž budeme v průběhu klasifikace často odkazovat. Potom zavedeme přehledné
označení pro okruhy řádu p2, tzv. prezentaci okruhů, a přistoupíme k samotné klasifikaci.
Při klasifikaci okruhů řádu p2 budeme vycházet z článku [3]. Odvození počtu navzá-
jem neizomorfních okruhů provedeme korektně bez vynechání žádné části důkazu. V této
práci odprezentujeme také jednotlivé funkce balíčku SmallRings.m, který byl naprogra-
movaný v softwaru Wolfram Mathematica a lze jej použít pro zjednodušení práce s okruhy
řádu p2.
Klasifikací okruhů řádu p3 se zabývá mimo jiné článek [1]. My uvedeme pouze stručný
výčet vztahů, které musí v takových okruzích platit. Přesný postup odvození těchto vztahů
je k nahlédnutí ve výše zmíněném článku.
Nakonec zařadíme některé speciální typy okruhů řádu p2 a p3 do jednotlivých tříd
klasifikace a všechny naše výsledky přehledně shrneme v závěru.
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2. Základní pojmy
2.1. Dělitelnost celých čísel
Definice 2.1. Pro a, b ∈ Z je a dělitel čísla b, jestliže existuje x ∈ Z takové, že ax = b.
Říkáme, že a dělí b a píšeme a|b.
Definice 2.2. Největší společný dělitel čísel a, b ∈ Z definujeme jako d ∈ Z splňující
1) d|a a d|b,
2) pro všechna e taková, že e|a a e|b platí e|d.
Pak píšeme (a, b) = d.
2.2. Teorie grup
Definice 2.3. Grupa je množina G 6= ∅ s binární operací ∗, která splňuje axiomy
(G1) pro všechna a, b, c ∈ G platí a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (asociativita),
(G2) existuje prvek e ∈ G tak, že pro každý prvek a ∈ G máme a∗e = e∗a = a (existence
neutrálního prvku),
(G3) pro každý prvek a ∈ G existuje prvek a′ ∈ G tak, že platí a∗a′ = a′∗a = e (existence
inverzního prvku).
Řekneme, že grupa je abelovská nebo komutativní, jestliže pro všechna a, b ∈ G platí
a ∗ b = b ∗ a (komutativita). Řádem grupy rozumíme mohutnost množiny G.
Poznámka 2.1. V komutativní grupě se pro operaci často používá symbol + a nazýváme
ji sčítání. Neutrální prvek nazveme nulový a označíme jej symbolem 0. O prvku inverzním
k a říkáme, že je opačný, a značíme jej −a. Takovému zápisu se říká zápis aditivní.
Označíme-li operaci jako násobení, hovoříme o tzv. multiplikativním zápisu. V ta-
kovém případě se operace značí symbolem · a je možné znak operace vynechat (součin
prvků a, b se pak označuje jako ab). Neutrální prvek multiplikativní grupy (jednička) se
obvykle značí jako 1 a prvek inverzní k a jako a−1.
Definice 2.4. Nechť G1, G2 jsou grupy s operacemi +1,+2 v uvedeném pořadí. Přímý
součet G1⊕G2 definujeme jako množinu uspořádaných dvojic (g1, g2), kde gi ∈ Gi, s ope-
rací + definovanou
”
po složkách“
(g1, g2) + (h1, h2) = (g1 +1 h1, g2 +2 h2) pro gi, hi ∈ Gi.
Definice 2.5. Nechť G je grupa. Řekneme, že množina M ⊆ G generuje grupu G jestliže
G =
{
1g1 + . . .+ kgk : i ∈ {1,−1}, gi ∈M
}
. Prvky M se nazývají generátory a píšeme
G = 〈M〉. Pokud M = {g1, . . . , gm} je konečná, pak místo G = 〈{g1, . . . , gm}〉 píšeme
G = 〈g1, . . . , gm〉 a o G řekneme, že je konečně generovaná grupa. Grupa, kterou lze
vygenerovat jedním prvkem se nazývá cyklická. Může se stát, že různé množiny M1 6=M2
generují tutéž grupu.
Řádem prvku g rozumíme nejmenší n ∈ N takové, že
n-krát︷ ︸︸ ︷
g + . . .+ g = ng = 0 a píšeme
ord g = n. Jestliže takové n neexistuje, pak řekneme, že prvek g je nekonečného řádu.
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Poznámka 2.2. Dá se ukázat, že každá cyklická grupa je abelovská a je až na izomorfis-
mus jednoznačně určena svým řádem. Cyklickou abelovskou grupu řádu m budeme značit
symbolem Cm.
Definice 2.6. Nechť H = 〈g1, . . . , gn〉 je komutativní grupa a g1, . . . , gn jsou její aditivní
generátory řádů m1, . . . ,mn. Řekneme, že g1, . . . , gn jsou lineárně závislé, jestliže existuje
nenulová n-tice čísel (c1, . . . , cn), kde ci ∈ {0, 1, . . . ,mi − 1}, i = 1, . . . , n tak, že platí
rovnost c1g1 + . . . + cngn = 0. V opačném případě řekneme, že g1, . . . , gn jsou lineárně
nezávislé.
Poznámka 2.3. Buď H komutativní grupa, generovaná n lineárně nezávislými generá-
tory g1, . . . , gn. Pak H je přímým součtem cyklických grup generovaných jednotlivými
generátory gi a je řádu
∏n
i=1mi, kde mi je řád generátoru gi pro i = 1, . . . , n.
2.3. Teorie okruhů
Definice 2.7. Množina R 6= ∅ se dvěma binárními operacemi, ∗ a ◦ se nazývá okruh,
jestliže jsou splněny podmínky
(R1) R je vzhledem k operaci ∗ abelovská grupa.
(R2) Jestliže a, b, c ∈ R, pak a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c.
(R3) Jestliže a, b, c ∈ R, pak a ◦ (b ∗ c) = a ◦ b ∗ a ◦ c a dále (b ∗ c) ◦ a = b ◦ a ∗ c ◦ a
(distributivita).
Poznámka 2.4. V dalším textu operaci ∗ nahradíme sčítáním a budeme používat aditivní
notaci. Operaci ◦ nahradíme násobením. Jestliže pro všechna a, b ∈ R platí ab = 0,
pak řekneme, že operace násobení je triviální. Okruhy s aditivní grupou G a triviálním
násobením budeme označovat jako G(0).
Definice 2.8. Řádem okruhu R (značíme |R|) rozumíme mohutnost množiny R. Okruh
nazveme komutativní, jestliže je komutativní operace násobení.
Řekneme, že okruh má jedničku (je unitární), jestliže existuje prvek 1 ∈ R takový,
že 1 · a = a · 1 = 1 pro všechna a ∈ R.
Jestliže a, b 6= 0 jsou prvky komutativního okruhu R a platí ab = 0, pak se a, b
nazývají dělitelé nuly. Komutativní okruh bez dělitelů nuly, ve kterém 1 6= 0, nazýváme
obor integrity.
Prvek a ∈ R nazýváme jednotkou okruhu R právě tehdy, když existuje prvek a−1 ∈ R
tak, že aa−1 = a−1a = 1 (inverzní prvek vzhledem k operaci násobení). Prvek a ∈ R
nazveme idempotentní, jestliže a2 = a.
Okruh R nazýváme nilpotentní, jestliže existuje nějaké k ∈ N tak, že
Rk = {ak =
k-krát︷ ︸︸ ︷
a · . . . · a : a ∈ R} = 0.
Lokální je takový okruh, kde 1 6= 0 a jestliže a, b ∈ R nejsou jednotky R, pak také
a+ b není jednotkou okruhu R.
Přímým součtem R⊕S okruhů R a S rozumíme množinu uspořádaných dvojic (r, s),
r ∈ R, s ∈ S, kde jsou
”
po složkách“ definovány jak operace sčítání, tak násobení.
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Definice 2.9. Množinu S ⊂ R nazveme podokruh okruhu R, jestliže obsahuje neutrální
prvek 1 a pro a, b ∈ S platí a+ b ∈ S, ab ∈ S, −a ∈ S.
Je zřejmé, že každý takový okruh obsahuje i nulový prvek, protože 0 = 1− 1.
Definice 2.10. Okruh F s jedničkou, kde 1 6= 0 a každý nenulový prvek a ∈ F má svoji
multiplikativní inverzi tzn. existuje a−1 ∈ F tak, že a · a−1 = a−1 · a = 1 nazýváme pole
(těleso).
Dá se ukázat, že neexistuje konečné pole jiného řádu, než pn, kde n ∈ N a p je
prvočíslo. Pro pevně dané pn existuje, až na izomorfismus, právě jedno pole řádu pn. V
dalším textu jej budeme označovat symbolem Fpn .
Řekneme, že pole F je komutativní, jestliže jeho multiplikativní grupa splňuje ko-
mutativní zákony.
Definice 2.11. Nechť R a S jsou okruhy. Okruhový homomorfismus je zobrazení
ϕ : R→ S splňující vlastnosti
1) ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) pro všechna a, b ∈ R,
2) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) pro všechna a, b ∈ R.
3) Jestliže R je okruh s jedničkou, pak ϕ(1R) = 1S.
Jádro homomorfismu ϕ je definováno jako ker ϕ = {a ∈ R : ϕ(a) = 0S}. Bijektivní
homomorfismus se nazývá izomorfismus. Jestliže lze mezi R a S nalézt izomorfismus, pak
jsou tyto okruhy izomorfní.
Definice 2.12. Nechť R je komutativní okruh. Neprázdná množina I ⊆ R se nazývá ideál
okruhu R, jestliže
1) a− b ∈ I pro všechny a, b ∈ I,
2) ra ∈ I pro všechny a ∈ I a r ∈ R.
V každém okruhu R jsou 0 (ideál, obsahující pouze nulový prvek) a R ideály (ozna-
čujeme je jako triviální ideály). Všechny netriviální ideály nazýváme ideály vlastní. Pole
má pouze triviální ideály.
Jestliže R je okruh a S ⊆ R, pak ideál I, generovaný množinou S, je nejmenší ideál
takový, že S ⊆ I a píšeme I = (S). Množinu S (může být i jednoprvková) označíme jako
generátor ideálu I.
Ideál I okruhu R nazýváme maximální, jestliže neexistuje jiný vlastní ideál J okruhu
R tak, že I ⊆ J . Jacobsonův radikál Rad R je průnik všech maximálních ideálů okruhu R.
Jestliže F je pole, pak Rad F = 0.
Nechť I, J jsou ideály, pak množinu I ·J = {a1b1+ . . .+ anbn : ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N}
nazveme součin ideálů I, J . Součin ideálů je opět ideál.
Definice 2.13. Předpokládejme, že I ⊆ R je ideál okruhu R. Nechť a ∼ b právě tehdy,
když a − b ∈ I. Lze ukázat, že relace ∼ je ekvivalence. Množinu R lze tedy jakýmkoli
ideálem rozložit na třídy ekvivalence. Třídu, v níž leží prvek a ∈ R, můžeme zapsat jako
a + I = {a + i : i ∈ I}. Množinu všech tříd ekvivalence relace ∼ označujeme R/I. Tato
množina tvoří okruh, jestliže jsou na ní zavedeny operace následovně,
(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,
(a+ I) · (b+ I) = (a · b) + I.
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Tento okruh nazýváme faktorový. Je zřejmé, že zobrazení ϕ : R→ R/I, které prvek a ∈ R
zobrazí na a+ I, je surjektivní okruhový homomorfismus a I = ker ϕ. Každý ideál je tedy
jádrem nějakého okruhového homomorfismu.
Příklad 2.1. Snadno ověříme, že množina celých čísel Z s operacemi + a · tvoří okruh.
Jestliže si pevně zvolíme nějaké m ∈ N, m ≥ 2, pak množina mZ = {ma : a ∈ Z} je ideál
okruhu Z a Z/mZ je okruh. Nazýváme jej okruh zbytkových tříd modulo m a označujeme
jej symbolem Zm. Poznamenejme, že pro dva prvky a, b ∈ Z platí a ∼ b, jestliže mají
stejný zbytek po dělení číslem m. V dalším textu odvodíme, za jakých podmínek je Zm
pole.
Věta 2.1. Buď a ∈ Z. Pak zbytková třída modulo m, která obsahuje číslo a má multipli-
kativní inverzi v Zm právě tehdy, když (a,m) = 1.
Důkaz. Důkaz plyne z Euklidova algoritmu a dělí se na dvě části.
1) Nejprve předpokládejme, že čísla a a m jsou nesoudělná. Opakujme pro tuto dvojici
Euklidův algoritmus.
m = q1a+ r1, 0 < r1 < a
a = q2r1 + r2, 0 < r2 < r1
r1 = q3r2 + r3, 0 < r3 < r2
· · ·
rn−2 = qnrn−1 + rn, 0 < rn < rn−1
rn−1 = qn+1rn + 0.
Z poslední rovnice je patrné, že rn musí dělit všechny předchozí zbytky r1, . . . , rn−1
a také čísla a a m. Protože jsme předpokládali, že čísla a a m jsou nesoudělná,
platí zřejmě, že rn = 1. Z předposlední rovnice tedy dostáváme 1 = rn−2 − qnrn−1
a postupným dosazováním zbytků spočítáme, že existují taková čísla k, d ∈ Z, že
platí 1 = km + da. Odtud plyne da ≡ 1 (mod m). Zbytková třída, obsahující d, je
multiplikativní inverzí ke zbytkové třídě čísla a.
2) Nyní předpokládejme, že zbytková třída a má multiplikativní inverzi b.
Pak platí ba ≡ 1 (mod m), ba + km = 1, k ∈ Z. Řekněme, že c je společný dělitel
čísel a a m. Z rovnosti je patrné, že c dělí také 1 a odtud c = 1. Čísla a a m jsou
tedy nesoudělná.
Platnost obou implikací je dokázána.
Důsledek 2.1. Nechť p je prvočíslo. Protože pro každý prvek a ∈ Zp máme (a, p) = 1,
je okruh zbytkových tříd modulo p pole, platí tedy Zp ∼= Fp. Musíme si ale uvědomit, že
okruh zbytkových tříd Zpn , kde n > 1 už pole není, protože například pro prvek p platí
(p, pn) 6= 1 a proto nemá multiplikativní inverzi. Způsob konstrukce konečných polí Fpn ,
kde n > 1, bude následovat v části věnované polynomům.
Nenulové prvky α ∈ Fp, pro které existuje β ∈ Fp tak, že α = β2 budeme nazývat
čtverce nebo též kvadratická rezidua.
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2.4. POLYNOMY
2.4. Polynomy
Definice 2.14. Uvažujme okruh R a libovolné zobrazení ϕ : N0 → R. Pak množinu
{n ∈ N0 : f(n) 6= 0} nazýváme nosič zobrazení ϕ.
Polynom (jedné neurčité) nad okruhem R definujeme jako zobrazení p : N0 → R,
jehož nosič je konečný. Množina všech polynomů nad R tvoří okruh, značíme jej R[X].
Poznámka 2.5. Polynom p : N0 → R, p(0) = p0, p(1) = p1, . . ., kde p0, p1, . . . jsou prvky
okruhu R, budeme zapisovat ve tvaru p0X0 + p1X1 + p2X2 + . . . (nenulových pi je pouze
konečný počet). Dále budeme
1) vynechávat členy 0Xi. Jestliže jsou všechny pi nulové, pak máme nulový polynom a
píšeme 0,
2) psát p0 namísto p0X0,
3) psát X i namísto 1X i.
Je možné použít také stručnější zápis p =
∑
i piX
i.
Nejmenší n ∈ N takové, že p(n) 6= 0 nazveme stupeň polynomu p a píšeme deg p = n.
Nulový polynom má stupeň deg 0 = −∞.
Součet polynomů p =
∑
i piX
i a q =
∑
i qiX
i zavedeme jako p+ q =
∑
i(pi + qi)X
i.
Součinem polynomů p a q rozumíme p · q = ∑i tiX i, kde tk+l = ∑k,l∈N0 pkql. Pro n-tou
mocninu polynomu p zavedeme označení pn.
Nechť p, q ∈ R[X], kde R je obor integrity. Pak řekneme, že q dělí p, jestliže existuje
polynom r ∈ R[X] takový, že p = qr. Největšího společného dělitele dvou polynomů
zavedeme obdobným způsobem jako v definici 2.2.
Polynom p ∈ R[X], deg p > 0, který nelze rozložit na součin polynomů nižšího
stupně, nazveme ireducibilní v R.
Definice 2.15. Pro polynom p =
∑
i piX
i a prvek a ∈ R položíme p∗(a) =∑i piai. Prvek
p∗(a) se nazývá hodnota polynomu p v prvku a. Pak p∗ je zobrazení množiny R do sebe a
nazývá se polynomiální funkce.
Nenulový prvek s ∈ R, pro který platí p∗(s) = 0, nazýváme kořen polynomu p.
Příklad 2.2. Je dán polynom m ∈ Fp[X], deg m = n. Pak existuje faktorový okruh
Fp[X]/(m). Jednotlivé třídy ekvivalence (ve smyslu definice 2.13) lze reprezentovat poly-
nomy, jejichž stupeň je menší než n. Operaci sčítání v Fp[X]/(m) zavedeme jako běžné
sčítání v Fp[X]. Se součinem je situace komplikovanější, protože násobením dvou poly-
nomů se zvyšuje jejich stupeň. Položme s = ab, kde a, b ∈ Fp[X]/(m). Jestliže deg s < n,
pak není potřeba žádná další úprava. V opačném případě odečítáme od s vhodně zvolené
násobky polynomu m tak dlouho, až získáme polynom stupně menšího, než je číslo n.
Uvažujme faktorový okruh Fp[X]/(m), kde m ∈ F[X] je ireducibilní polynom stupně
n. Dále nechť a ∈ Fp[X]/(m), deg a < deg m. Protože m nelze vyjádřit jako součin poly-
nomů nižšího stupně, je největší společný dělitel m a a polynom 1. Z Euklidova algoritmu
pro výpočet největšího společného dělitele dvou polynomů ([5], str. 49) můžeme odvodit,
že existují takové polynomy k, d ∈ Fp[X], deg d < n, že km + da = 1. Ve faktorovém
okruhu Fp[X]/(m) je km = 0, proto da = 1. Vidíme, že polynom d je multiplikativní
inverzí polynomu a.
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2. ZÁKLADNÍ POJMY
Ukázali jsme, že každému prvku a ∈ Fp[X]/(m) lze najít multiplikativní inverzi,
takže faktorizací polynomů nad konečným polem ireducibilním polynomem vzniká opět
pole. Počet prvků tohoto pole je pn, kde n je stupeň polynomu m.
Definice 2.16. Polynom (n neurčitých) nad okruhem R je definován jako zobrazení
p : Nn0 → R, jehož nosič je konečný. Množina všech takových polynomů tvoří okruh
R[X1, . . . , Xn].
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3. Důležitá tvrzení
Věta 3.1. Nechť Zm je okruh zbytkových tříd modulo m. Pak a ∈ Zm je aditivní generátor
okruhu Zm právě tehdy, když a je jednotkou tohoto okruhu.
Důkaz. Nechť a je aditivní generátor Zm, pak lze každý prvek okruhu Zm vyjádřit jako
násobek a. Zřejmě platí 1 = ta, kde t ∈ Zm. Prvek t = a−1 je tedy multiplikativní inverze
aditivního generátoru a.
Nyní dokážeme druhou implikaci. Předpokládejme, že a ∈ Zm má multiplikativní
inverzi a−1. Pro nějaký prvek l ∈ Zm můžeme tedy psát l = l · 1 = l · a−1 · a. Všechny
prvky ze Zm je možné vyjádřit jako násobky a.
Důsledek 3.1. Všechny nenulové prvky a ∈ Fp jsou aditivní generátory Fp.
Lemma 3.1. Je dán okruh řádu pn, který je generovaný n lineárně nezávislými aditivními
generátory g′1, . . . , g
′
n prvočíselného řádu p. Dále nechťu11 · · · u1n... ... ...
un1 · · · unn

︸ ︷︷ ︸
U
·
g
′
1
...
g′n
 =
g1...
gn
 , kde uij ∈ Fp pro i, j = 1, 2, . . . , n .
Pak g1, . . . , gn jsou lineárně nezávislé aditivní generátory právě tehdy, když U je regulární.
Důkaz. Nejprve předpokládejme, že g1, . . . , gn jsou lineárně nezávislé aditivní generátory.
V matici U tedy neexistuje nulový řádek a všechny řádky musí být lineárně nezávislé. To
jsou postačující podmínky k tomu, aby U byla regulární.
Dále nechť U je regulární. Nelze v ní ekvivalentními úpravami vytvořit nulový řádek
či sloupec a všechny její řádky jsou lineárně nezávislé. Pro všechna i = 1, . . . , n je pak
gi = ui1g
′
1 . . . uing
′
n aditivní generátor, protože stačí jedna nenulová konstanta uij, aby
prvek gi byl generátorem.
Je nutné poznamenat, že determinant matice U musíme počítat modulo p.
Věta 3.2 (Dirichletova věta). Jestliže a ∈ N a (a, b) = 1, pak existuje nekonečně mnoho
prvočísel ve tvaru an+ b, n = 1, 2, . . . .
Důkaz. Z důvodu obtížnosti vynecháváme (lze dohledat například v [4]).
Věta 3.3 (První věta o izomorfismu). Nechť ϕ : R → S je okruhový homomorfismus.
Pak R/ker ϕ ∼= ϕ(R).
Důkaz. Je uveden v [2] str. 243.
Věta 3.4 (O okruzích s cyklickou aditivní grupou řádu m). Počet okruhů R s cyklickou
aditivní grupou Cm je jednoznačně, až na izomorfismus, určen počtem dělitelů čísla m.
Pro každý dělitel d čísla m existuje okruh Rd = {mg = 0 : g2 = dg}, kde g je aditivní
generátor grupy Cm. Pro různé dělitele d jsou tyto okruhy neizomorfní.
Důkaz. Nechť R je okruh s aditivní grupou Cm a g je aditivní generátor této grupy.
Abychom měli okruh jednoznačně určen, zbývá zjistit, čemu se rovná součin g2. Předpo-
kládejme, že g2 = ng. Všechny hledané okruhy budou tvaru R = {g : mg = 0, g2 = ng},
kde pro n máme celkem tři možnosti.
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3. DŮLEŽITÁ TVRZENÍ
1) Jestliže (m,n) = 1, pak z věty 2.1 plyne, že n má multiplikativní inverzi k. Platí
tedy nk ≡ 1 (mod m). Nechť g1 = kg. Protože k je jednotkou v Zm, g1 je také
aditivním generátorem (viz věta 3.1). Položme
g21 = (kg)
2 = k2g2 = k2ng = k(kng) = kg = g1.
Homomorfismus ϕ : R → Zm, definovaný jako ϕ(g1) = 1, je izomorfismus. Proto je
okruh R = R1 izomorfní Zm.
2) Nechť g2 = mg = 0. Potom je násobení triviální a R = Rm je izomorfní okruhu s
aditivní grupou Cm a triviálním násobením, takže Rm ∼= Cm(0).
3) Předpokládejme nyní, že d dělí číslo m a d 6= 0. Položme m = kd a g2 = kg.
Je zřejmé, že kg generuje aditivní cyklickou podgrupu řádu d. Aditivní generátory
této podgrupy jsou prvky ve tvaru (jk)g, kde j = 0, 1, . . . , d − 1 a (j, d) = 1 (tato
podmínka plyne z věty 2.1). V dalším ukážeme, že pro všechna j = 0, 1, . . . , d − 1
a (j, d) = 1 je okruh R = {g : mg = 0, g2 = kg} izomorfní všem okruhům ve tvaru
R′ = {g1 : mg1 = 0, g21 = (jk)g1}, kde g1 je aditivní generátor Cm.
Pro všechna j = 0, 1, . . . , d−1, (j, d) = 1 tedy musíme najít takový aditivní generá-
tor g1 = ng, aby platilo g21 = (jk)g1 a (m,n) = 1. Pak budou čísla m a n nesoudělná
(g1 = ng bude aditivním generátorem grupy Cm) a zároveň zobrazení ϕ : R′ → R,
definované předpisem ϕ(g1) = g, bude izomorfismus.
Položme g1 = ng, kde n je neznámá. Potom g21 = n
2g2 = (n2k)g (plyne ze vztahů
v okruhu R), g21 = (jk)g1 = (jkn)g (viz vztahy v R
′), takže n2k ≡ jkn (mod m).
Protože (n,m) = 1, prvek n má multiplikativní inverzi a platí
nk ≡ jk (mod m). (∗)
Řešení této kongruence hledáme ve tvaru n = j+ td, kde t = 0, 1, . . . , k−1. Protože
(j, d) = 1, z Dirichletovy věty (věta 3.2) plyne, že existuje řešení kongruence (∗),
které je nesoudělné s m. Toto n je potom jednotkou mod m a je tedy aditivním
generátorem cyklické podgrupy řádu d. Okruhy s aditivní grupou Cm a generátorem
g takovým, že g2 = (jk)g, kde kd = m a (j, d) = 1, tedy padnou do jedné třídy
ekvivalence.
Kdybychom uvažovali g2 = kg a (j, d) 6= 1, tak by pro každé řešení (∗) platilo
(j+ td,m) 6= 1 a neexistovalo by tedy jednotkové řešení. Prvek g1 = ng už by nebyl
aditivním generátorem grupy Cm. Jednotlivé třídy ekvivalence okruhů s aditivní
grupou Cm lze tedy jednoznačně reprezentovat děliteli čísla m.
Věta je tím dokázána.
Důsledek 3.2. Pro prvočíslo p existují, až na izomorfismus, právě dva okruhy řádu p,
jmenovitě Fp a Cp(0).
Důsledek 3.3. Pro různá prvočísla p a q existují, až na izomorfismus, právě čtyři okruhy
řádu pq. Jsou to Zpq, Cpq(0), Cp(0)⊕ Fq a Fp ⊕ Cq(0).
Jestliže lze m rozložit na součin různých prvočísel a R je okruh řádu m, pak musí
být aditivní grupa okruhu R cyklická. Dostáváme tedy další důsledek.
Důsledek 3.4. Jsou-li dána navzájem různá prvočísla pi, i = 1, . . . , k a m = p1 · . . . · pk,
pak existuje, až na izomorfismus, právě 2k okruhů řádu m.
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4. Prezentace okruhů
Jestliže je R konečný okruh, pak je jeho aditivní grupa konečná abelovská. Z Fun-
damentálního teorému konečných abelovských grup ([2], str. 158) plyne, že tato grupa
je přímým součinem cyklických grup. Předpokládejme, že tyto grupy mají generátory
g1, g2, . . . , gk řádů m1,m2, . . . ,mk. Potom strukturu operace násobení v okruhu R jedno-
značně určuje k2 součinů
gigj =
k∑
t=1
ctijgt, kde c
t
ij ∈ Zmt .
Počet konstant ctij je tedy k
3.
Prezentace konečných okruhů se tedy skládá z množiny k aditivních generátorů
g1, . . . , gk a vztahů mezi nimi. Rozlišujeme vztahy
1) migi = 0 pro i = 1, . . . , k vyjadřující aditivní řád generátoru gi,
2) gigj =
∑k
t=1 c
t
ijgt, kde c
t
ij ∈ Zmt vyjadřující vztahy mezi jednotlivými generátory
vzhledem k operaci násobení.
Konečný okruh tedy lze prezentovat jako množinu
R = {g1, . . . , gk : migi = 0 pro i = 1, . . . , k, gigj =
k∑
t=1
ctijgt}.
Poznámka 4.1. Jestliže bude některý ze vztahů v R zřejmý ze vztahů předchozích, pak
jej vynecháme.
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5. KLASIFIKACE OKRUHŮ ŘÁDU p2
5. Klasifikace okruhů řádu p2
Hlavním cílem následující kapitoly je uvést přehlednou klasifikaci okruhů řádu p2.
Budeme uvažovat okruh R takový, že |R| = p2. Pak jeho aditivní grupa je izomorfní
buď Cp2 , nebo Cp ⊕Cp. Následující věta stanovuje počet neizomorfních okruhů s aditivní
grupou Cp2 .
Věta 5.1. Jestliže je aditivní grupa okruhu R izomorfní Cp2, pak je R izomorfní právě
jednomu z okruhů
A = {a : p2a = 0, a2 = a} ∼= Zp2,
B = {a : p2a = 0, a2 = pa},
C = {a : p2a = 0, a2 = 0} ∼= Cp2(0).
Důkaz. Plyne přímo z věty 3.4. Izomorfismy A→ Zp2 a C → Cp2(0) jsou zřejmé.
Dále uvažujme okruhy s aditivní grupou izomorfní Cp⊕Cp. Takže R musí být gene-
rován dvojicí aditivních generátorů a, b řádu p. Protože R má aditivní grupu neizomorfní
Cp2 , všechny níže popsané okruhy jsou neizomorfní A, B, C.
Uvažujme nejdříve a2 = ma a b2 = nb, kde m,n ∈ Fp. Okruh R je v tomto případě
generován dvojicí aditivních generátorů takovou, že jejich druhé mocniny jsou násobky
jich samých. Bez újmy na obecnosti dokonce stačí uvažovat m,n ∈ {0, 1}. Dokazuje to
lemma 3.1.
V následujících větách rozebereme všechny případy pro m, n.
Věta 5.2. Jestliže je za výše uvedených předpokladů m = n = 1, pak je R izomorfní právě
jednomu z okruhů
D = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, b2 = b, ab = ba = 0} ∼= Fp ⊕ Fp,
E = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, b2 = b, ab = a, ba = b},
F = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, b2 = b, ab = b, ba = a}.
Důkaz. Z předpokladů máme a2 = a a b2 = b. Položme ab = ta + ub. Pak a2b = ab =
ta2 + uab = (t + ut)a + u2b = ta + ub. Proto u2 ≡ u (mod p), u(u − 1) ≡ 0 (mod p).
Dostáváme tedy u ≡ 0 (mod p) nebo u ≡ 1 (mod p).
Uvažujme nyní ab2 = ab. Stejným postupem obdržíme podmínku t2 ≡ t (mod p) a
tedy t ≡ 0 (mod p) nebo t ≡ 1 (mod p). Pro dvojici (t, u) máme čtyři možnosti (0, 0),
(1, 0), (0, 1) a (1, 1).
Jestliže (t, u) = (1, 1), pak ab = a+b, a2b = a(a+b) = a2+ab = 2a+b 6= a+b = ab.
Pro případ t = 1, u = 1 nesplňuje R podmínku asociativity. Zbývají nám tedy pouze tři
možnosti pro dvojici (t, u), a to (0, 0), (1, 0) a (0, 1).
Násobení nemusí být komutativní. Proto musíme uvažovat ba = xa + yb. Analo-
gicky jako v předchozím případě lze odvodit, že stačí vzít pouze tři případy dvojic (x, y),
konkrétně (0, 0), (1, 0) a (0, 1). Jestliže uvažujeme a2 = a a b2 = b, dostáváme celkem 9
možností, jak lze zavést operaci násobení na okruhu R.
21
1) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = ba = 0, b2 = b}. Dostáváme nový okruh, který
je izomorfní Fp ⊕ Fp. Uvažovaný izomorfismus je zobrazení ϕ : R → Fp ⊕ Fp, kde
ϕ(a) = (1, 0) a ϕ(b) = (0, 1). Tento okruh označíme D.
2) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = ba = a, b2 = b}. V tomto případě je R
izomorfní Fp⊕ Fp, dostáváme tedy opět okruh ze třídy D. Uvažovaný izomorfismus
je zobrazení ϕ : R→ Fp ⊕ Fp, kde ϕ(a) = (1, 0) a ϕ(b) = (1, 1).
3) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = ba = b, b2 = b}. Tento případ je symetrický
ke 2), proto je okruh R opět izomorfní Fp ⊕ Fp.
4) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = a, ba = 0, b2 = b}. V tomto případě je
(ab)a = a2 = a 6= 0, protože a je generátor. Zároveň ale platí a(ba) = a · 0 = 0, to
je spor s původním předpokladem, že a je aditivní generátor.
Ze stejných důvodů vylučujeme následující tři případy.
5) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = b, ba = 0, b2 = b}.
6) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = 0, ba = a, b2 = b}.
7) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = 0, ba = b, b2 = b}.
Dále uvažujme
8) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = 0, ba = b, b2 = b}. Toto je nový okruh.
Označíme ho E. Není izomorfní Fp ⊕ Fp protože není komutativní.
9) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, ab = 0, ba = b, b2 = b}. Je zřejmé, že R není
izomorfní Fp⊕Fp, protože není komutativní. Označme tento okruh jako F . V dalším
textu ukážeme, že F není izomorfní E, protože neexistuje prvek z F , který by
splňoval požadavky na operaci násobení z okruhu E.
Nechť a′ = ma + nb, kde m 6= 0 nebo n 6= 0. Dále nechť (a′)2 = a′. Ze vztahů v F
plyne (a′)2 = m2a2+mnab+mnba+n2b2 = (m2+mn)a+b(mn+n2) = am+bn = a′.
Takže m2 + mn ≡ m (mod p) a n2 + mn ≡ n (mod p). Jestliže m = 0, pak
n2 ≡ n (mod p) a musí tedy platit n = 1. Analogicky jestliže, n = 0, pak m = 1.
Dále uvažujme m 6= 0 (mod p) a n 6= 0 (mod p), potom (m + n)m ≡ m (mod p) a
protože zcela jistě existuje prvek inverzní k m, můžeme celou rovnici tímto prvkem
vynásobit a dostáváme m+ n = 1. Takže pokud (a′)2 = a′, nastane jeden z případů
a′ = b, a′ = a nebo a′ = ma + (1 −m)b pro m 6= 0, 1 (mod p). Analogicky, jestliže
b′ = xa + yb, pak musí platit buď b′ = a, b′ = b, nebo b′ = xa + (1 − x)b pro
x 6= 0, 1 (mod p). Uvažujeme tedy dva lineárně nezávislé nenulové prvky a′, b′, pro
které platí vztahy z F . Mohou nastat pouze následující případy.
(i) a′ = a, b′ = b, pak a′b′ = ab = b = b′. Jestliže jsou a′, b′ současně v E, tak
platí a′b′ = a′. Dostáváme tedy a′ = b′, což je spor, protože předpokládáme
nezávislost prvků a′ a b′.
(ii) a′ = b, b′ = a, pak a′b′ = ba = a = a′ 6= b′, tento případ je symetrický k (i).
(iii) a′ = a, b′ = xa + (1 − x)b, x 6= 0, 1 (mod p), pak a′b′ = a(xa + (1 − x)b) =
xa2 + (1− x)ab = xa+ (1− x)b = b′ 6= a′.
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(iv) a′ = b, b′ = xa + (1 − x)b, x 6= 0, 1 (mod p), potom a′b′ = b(xa + (1 − x)b) =
xba+ (1− x)b2 = xa+ (1− x)b = b′ 6= a′.
Následující případy jsou symetrické k (iii) a (iv).
(v) a′ = ma+ (1−m)b, b′ = a.
(vi) a′ = ma+ (1−m)b, b′ = b.
Uvažujme poslední případ
(vii) a′ = ma+ (1−m)b, b′ = xa+ (1− x)b, m,x 6= 0 (mod p), pro součin a′b′ pak
platí a′b′ = (ma+ (1−m)b)(xa+ (1− x)b) = xa+ (1− x)b = b′ 6= a′, spor je
v tomto případě zřejmý.
Ukázali jsme, že neexistuje prvek, který by splňoval vztahy v okruzích E a F sou-
časně. E,F jsou tedy neizomorfní. Proto je F nový okruh s aditivní grupou Cp⊕Cp.
Důkaz věty je dokončen.
Věta 5.3. Jestliže je za výše uvedených předpokladů právě jeden z koeficientů m, n nulový,
pak je R izomorfní právě jednomu z okruhů E, F , nebo
G = {a, b : pa = pb = 0, a2 = 0, b2 = b, ab = a, ba = a} ∼= Fp[X]/(X2),
H = {a, b : pa = pb = 0, a2 = 0, b2 = b, ab = ba = 0} ∼= Fp ⊕ Cp(0).
Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že m = 0 a n = 1 (kdyby bylo
m = 1 a n = 0, pak bychom jen prohodili a, b). Dále uvažujme ab = ta+ub a ba = xa+yb.
Zřejmě a2b = 0 = a(ta+ub) = ta2+uab = uta+u2b = u(ta+ub), odtud u = 0. Analogicky
ab2 = ab = (ta + ub)b = tab + ub2 = t2a + u(t + 1)b = ta + ub a t2 ≡ t (mod p). Dvojice
(t, u) může nabývat pouze hodnot (0, 0) a (1, 0). Stejným způsobem se dokáže, že (x, y)
je buď (0, 0), nebo (1, 0). Přistupme k výčtu všech možností.
1) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = 0, ab = ba = 0, b2 = b}. Toto je nový okruh, označme
jej H. Protože jedna z jeho aditivních grup má triviální násobení a součiny ab a
ba jsou nulové, je tento okruh izomorfní Fp ⊕ Cp(0). H není izomorfní okruhům
E, F , protože je komutativní. Dále není izomorfní D, protože kdyby D ∼= H, pak
by existoval nenulový prvek a′ ∈ D tak, že (a′)2 = 0. Položme a′ = ta + ub, kde
t, u ∈ Fp, takže 0 = (a′)2 = t2a2 + 2tuab+ u2b2 = t2a+ u2b a t = u = 0, což je spor.
2) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = 0, ab = a, ba = 0, b2 = b}. Okruh R je v tomto případě
izomorfní E. Položme a′ = a + b a b′ = b, pak jsou prvky a′, b′ lineárně nezávislé
aditivní generátory okruhu R (viz lemma 3.1) a snadno ověříme, že (a′)2 = a′,
a′b′ = a′, b′a′ = b′, (b′)2 = b′. Prvky a′, b′ tedy vyhovují podmínkám E.
3) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = 0, ab = 0, ba = a, b2 = b}. Pokud položíme a′ = a+ b a
b′ = b, pak lze stejným způsobem, jako ve 2) dokázat, že okruh R je izomorfní F .
4) R = {a, b : pa = pb = 0, a2 = 0, ab = ba = a, b2 = b}. Dostáváme nový okruh G.
Existuje izomorfismus ϕ : G → Fp[X]/(X2), daný vztahy ϕ(a) = X, ϕ(b) = 1. Ze
stejných důvodů jako v 1) je zřejmé, že není izomorfní okruhům E,F . Předpoklá-
dejme G ∼= D. Pak musí v okruhu D existovat nenulový prvek a′ = ta+ub, t, u ∈ Fp
tak, že (a′)2 = 0. Počítejme (a′)2 = t2a2 +2tuab+ u2b2 = t2a+ u2b = 0, což je spor.
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Zbývá ukázat, že G není izomorfní okruhu H. Položme 0 6= a′ = ta + ub ∈ H,
t, u ∈ Fp a předpokládejme, že a′ splňuje vztahy G. Pak (a′)2 = t2a2+2tuab+u2b2 =
u2b = 0, takže a′ = ta, t 6= 0. Nechť 0 6= b′ = xa + yb ∈ H, x, y ∈ Fp. Počítejme
a′b′ = txa2 + (ux + ty)ab + uyb2 = uyb = a′. Protože u = 0, dostáváme a′ = 0, což
je spor. Okruh H tedy není izomorfní G.
Nalezli jsme tedy dva nové okruhy G a H, které nejsou izomorfní žádnému z předešlých.
Věta 5.4. Jestliže je za výše uvedených předpokladů m = n = 0, pak je R izomorfní
okruhu
I = {a, b : pa = pb = 0, a2 = b2 = 0} ∼= Cp(0)⊕ Cp(0).
Důkaz. Okruh R přímo splňuje podmínky definice I. A protože I je okruh s triviálním
násobením, je jasné, že není izomorfní ani jednomu z předešlých okruhů.
Věta 5.5. Předpokládejme, že R nemá dvojici aditivních generátorů a, b takovou, že
a2 = ma a b2 = nb, m,n ∈ Fp. Potom je R izomorfní právě jednomu z okruhů
J = {a, b : pa = pb = 0, a2 = b, ab = 0},
K ∼= Fp2 =

{
a, b : pa = pb = 0, a2 = a, b2 = αa, ab = b, ba = b
}
,
kde α není čtverec v Fp a p 6= 2.{
a, b : 2a = 2b = 0, a2 = a, b2 = a+ b, ab = b, ba = b
}
pro p = 2.
Důkaz. Z předpokladů věty plyne, že existuje 0 6= a ∈ R tak, že a2 = b, kde a a b jsou
lineárně nezávislé nad Fp. Jestliže a3 = 0, pak dostaneme nový okruh
J = {a, b : pa = pb = 0, a2 = b, ab = ba = b2 = 0}.
Ověřme, že J skutečně neobsahuje dvojici aditivních generátorů a′, b′ takovou, že platí
(a′)2 = ma′, (b′) = nb′, kde m,n ∈ Fp. Nechť a′ = ka+ lb, pak (a′)2 = k2a2+2klab+ l2b2 =
k2b = mka + mlb. Takže musí platit mk = 0 a ml = k2, jestliže vynásobíme druhou
rovnici k, pak k3 = mlk = 0, takže k = 0 a (a′)2 = 0. Analogicky se ukáže, že (b′)2 = 0 a
dostáváme se ke sporu. Z tohoto důvodu není J izomorfní žádnému z předešlých okruhů.
Předpokládejme nyní, že a3 = ta + ub, kde t, u ∈ Fp a alespoň jedno z nich je
nenulové. Kdyby bylo t = 0, pak u 6= 0 a opět můžeme předpokládat, že u = 1 (viz
důsledek 3.1). Položme a′ = a − b a b′ = b. Pak a′, b′ jsou zřejmě lineárně nezávislé
aditivní generátory okruhu R (lemma 3.1). Platí
a4 = a3a = ua2a = a3 = ua2 = a2,
tudíž
(a′)2 = (a− b)2 = (a− a2)2 = a2 − 2a3 + a4 = a2 − 2a2 + a2 = 0
a
(b′)2 = b2 = a4 = a2 = b = b′.
Dostali jsme, že (a′)2 resp. (b′)2 je skalární násobek (a′) resp. (b′), což je spor s předpo-
kladem. Stejným způsobem se ukáže, že nelze uvažovat možnost u = 0, t 6= 0. Platí tedy
t, u 6= 0. Nechť e = −ut−1a+ t−1b, pak
ea = −ut−1a2 + t−1a3 = −ut−1a2 + t−1(ta+ ua2) = tt−1a = a,
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každý prvek z R lze zapsat ve tvaru ka+ lb, kde k, l ∈ Fp a platí
e(ka+ lb) = e(ka+ la2) = kea+ lea2 = ka+ la2 = ka+ lb.
Analogicky (ka+ lb)e = ka+ lb, takže R je komutativní okruh s jedničkou e, dále budeme
psát e = 1.
Uvažujme homomorfismus ϕ : Fp[X] → R, definovaný vztahem ϕ(p) = p∗(a). Toto
zobrazení je zřejmě surjektivní (každý prvek z R má alepoň jeden vzor z Fp[X]) a platí
X2 − uX − t ∈ ker ϕ, protože a2 − ua− t = 0. Každý polynom p lze podle věty o dělení
polynomů se zbytkem ([2] str. 299) napsat ve tvaru
p = q(X2 − uX − t) + r, kde q, r ∈ Fp[X] a deg r < 2.
Zřejmě p∗(a) = r∗(a). Prvky a a 1 jsou lineárně nezávislé (viz lemma 3.1). To znamená,
že ca+ d = 0 pouze pro c, d = 0 a proto nemůže být a kořenem nenulového polynomu p,
kde deg p < 2. Takže polynom p ∈ ker ϕ právě tehdy, když p dělí X2 − uX − t, a tedy
ker ϕ = (X2 − uX − t) je ideál Fp[X]. Platí R ∼= Fp[X]/(X2 − uX − t).
Uvažujme, že polynom X2 − uX − t má v Fp dva různé reálné kořeny (označme je
r a s). Pak podle čínské zbytkové věty ([2] str. 265) platí, že
R ∼= Fp[X]/((X − r) · (X − s)) ∼= Fp[X]/(X − r)⊕ Fp[X]/(X − s) ∼= Fp ⊕ Fp ∼= D.
Izomorfismy Fp[X]/(X − r) ∼= Fp a Fp[X]/(X − s) ∼= Fp jsou zřejmé (faktorizací po-
lynomem prvního stupně dostaneme polynomy nultého stupně nad Fp). Ale to je spor,
protože v okruhu D existuje dvojice aditivních generátorů, jejichž druhé mocniny jsou
jejich násobky.
Dále nechť X2 − uX + t má jeden dvojnásobný kořen v Fp. Pak
R ∼= Fp[X]/(X − r)2 ∼= Fp[X]/(X2) ∼= G.
Dostáváme opět spor, proto je polynom X2 − uX + t nad Fp ireducibilní, a to implikuje,
že R ∼= Fp2 ∼= K.
Jestliže by v K existovala dvojice lineárně nezávislých aditivních generátorů a′, b′
takových, že (a′)2 = ma′, (b′)2 = nb′, pak a′ = m a b′ = n (existuje multiplikativní inverze
a′, b′). To je ale spor, protože jsme dostali lineárně závislé prvky. Proto není okruh K
izomorfní žádnému z okruhů A−H. Protože součin každých dvou nenulových prvků z K
musí být různý od nuly a v J platí b2 = 0, kde b 6= 0, není K izomorfní J .
Poznámka 5.1. Poznamenejme, že množiny A−K s uvedenými operacemi jsou skutečně
okruhy. Axiomy (R1) (R2) jsou zřejmě splněny. Zbývá ukázat, že v daných strukturách
platí asociativní zákony. A,B,C splňují (R3), neboť jsou generovány pouze jediným prv-
kem. Pro D a H plyne asociativita z toho, že jde o přímý součet dvou okruhů. V I a K
je asociativita taktéž zřejmá. V E,F,G, J by se asociativita ověřila přímým výpočtem.
Poznámka 5.2. Snadno nahlédneme, že A,D,G,K jsou okruhy s jedničkou. Skutečně v
okruzích A,D,K je a = 1. V G je b = 1. Kdyby bylo v B 1 = ka pro nějaké k ∈ Zp2 , pak
1 = 13 = (ka)3 = k3a3 = k3p2a = 0. Okruhy C, I nemohou být unitární, protože násobení
v nich je triviální. Pro každé x ∈ E platí xa = xb = x. Pokud x = 1, pak a = b, což je
spor, analogicky pro F . H není unitární, protože pro každé x ∈ H platí xa = 0, a tedy by
bylo a = 0. V okruhu J platí pro všechna x ∈ J rovnost xb = 0, takže by platilo b = 0.
Opět dostáváme spor.
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Poznámka 5.3. Okruhy D,H, I jsou zřejmě jediné rozložitelné okruhy řádu p2. A, B, C
jsou nerozložitelné, protože jejich aditivní grupa není přímým součtem aditivních grup.
Pro aditivní generátory rozložitelných okruhů musí platit ab = 0 a ba = 0. Je vidět, že
E,F,G jsou nerozložitelné. Okruh K je nerozložitelný, protože je konečné pole. Pro okruh
J platí, že jediný nenulový součin jeho aditivních generátorů a2 = b. Jelikož je a na b
lineárně nezávislý, dostáváme opět nerozložitelný okruh.
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6. Okruhy řádu p3
Okruhy řádu p3 dělíme na rozložitelné a nerozložitelné. Počet rozložitelných okruhů
lze odvodit snadno. Hledání neizomorfních nerozložitelných okruhů řádu p3 je už technicky
náročnější. Kompletní důkaz lze nalézt v článku [1]. My uvedeme pouze postup klasifikace
a výčet všech okruhů, který ponecháme bez důkazu. Pro okruhy řádu p3 není označení za-
vedené ve 4. kapitole přehledné. Proto se omezíme pouze na vztahy, vyjadřující vlastnosti
operace násobení. Řád i počet aditivních generátorů bude zřejmý z průběhu odvozování.
6.1. Rozložitelné okruhy
Odvodili jsme, že existují dva nerozložitelné okruhy řádu p (viz důsledek 3.2) a 8 ne-
rozložitelných okruhů řádu p2 (poznámka 5.3). Ze tří okruhů řádu p lze vytvořit celkem(
4
3
)
= 4 neizomorfní okruhy řádu p3. Dále můžeme sečíst jeden okruh řádu p a jeden okruh
řádu p2, pak máme 2 · 8 = 16 možností. Celkem tedy existuje 20 okruhů řádu p3, které
lze rozložit na přímý součet okruhů nižších řádů.
6.2. Nerozložitelné okruhy
V dalším textu budeme uvažovat okruh R řádu p3, který nelze rozložit na přímý součet
okruhů nižšího řádu. Takový okruh má aditivní grupu buď Cp3 , Cp2⊕Cp, nebo Cp⊕Cp⊕Cp.
Postup klasifikace se tedy dělí do tří částí.
6.2.1. Okruhy s aditivní grupou Cp3
Z věty 3.4 přímo plyne, že existují právě 4 neizomorfní okruhy, generované jedním aditiv-
ním generátorem řádu p3. Pro násobek tohoto generátoru platí
(1) a2 = pia, kde i = 0, 1, 2, 3.
6.2.2. Okruhy s aditivní grupou Cp ⊕ Cp2
a) Okruhy s jedničkou
Předpokládejme nejdříve, že R je unitární. Jako aditivní generátory zvolíme jedničku 1
a prvek a, který není obsažen v aditivní grupě generované jedničkou. Dále ord 1 = p2 a
ord a = p. Kdyby ord 1 = p a ord a = p2, platilo by 1(pa) = p · 1 · a = 0 6= pa, a to je
spor. Za těchto předpokladů musí v okruhu R platit
(2) a2 = γp, kde γ = 0, 1 pro p = 2 a γ = 0, 1, µ pro p 6= 2, kde µ není čtverec v Fp.
Poznamenejme, že pro různá µ, splňující výše uvedenou podmínku jsou dané okruhy
navzájem izomorfní. Jestliže je µ čtverec, pak lze najít aditivní generátor a1 takový, že
(a1)
2 = a1.
Takže pro p = 2 existují 2 neizomorfní okruhy a pro p 6= 2 existují takové okruhy 3.
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b) Okruhy bez jedničky
Budeme předpokládat, že R není unitární a aditivní grupa okruhu R je přímým součtem
〈a〉 ⊕ 〈b〉, kde ord a = p, ord b = p2.
α) Komutativní okruhy
Okruh R je komutativní a nerozložitelný, neobsahuje tedy žádné nenulové idempotentní
prvky ([7] str. 102). Protože nějaká mocnina každého prvku konečného okruhu je idem-
potentní, musí být nějaká mocnina každého prvku nulová. Vidíme, že R je nilpotentní.
Dá se ukázat, že platí buď R4 = 0, nebo R3 = 0. Nechť R3 6= 0, pak |R2| = p2 a platí
(3) a2 = 0, ab = pb, b2 = αa, kde α = 1 pro p = 2 a α = 1, µ pro p 6= 2 (µ není čtverec
v Fp).
Jestliže R3 = 0, pak |R2| = p a R je izomorfní právě jednomu z okruhů, kde platí
(4) a2 = b2 = 0, ab = pb pro p = 2,
(5) a2 = ab = 0, b2 = a,
(6) a2 = 0, b2 = ab = pb,
(7) a2 = pb, b2 = ab = 0,
(8) a2 = αpb, ab = 0, b2 = pb, kde α = 1 pro p = 2 a α = 1, µ pro p 6= 2 (µ není čtverec
v Fp).
Máme tedy 6 (p=2) nebo 7 (p 6= 2) komutativních okruhů s aditivní grupou Cp ⊕ Cp2 .
β) Nekomutativní okruhy
Nyní se klasifikace opět větví na dva případy. Nejprve uvažujme okruhy, které obsahují
nenulový idempotentní prvek e (e2 = e, okruh není nilpotentní). Pak řád prvku e je p2 a
musí existovat aditivní generátor a tak, že je splněna jedna z rovností
(9) a2 = 0, ae = 0, ea = a,
(10) a2 = 0, ea = 0, ae = a.
Zbývá zvážit nekomutativní okruhy bez nenulových idempotentních prvků. Takové okruhy
jsou zřejmě nilpotentní a platí R3 = 0. Skutečně R3 6= 0 nemůže nastat, protože pak by
|R2| = p2, |R/R2| = p a lemma 2.3.1 v [6] dává, že R je generován pouze jediným prvkem
a tedy komutativní. V R pak musí existovat aditivní generátory a, b tak, že je splněn jeden
ze vztahů
(11) a2 = b2 = 0, ab = 0, ba = pb,
(12) a2 = b2 = 0, ab = pb, ba = 0,
(13) a2 = b2 = 0, ab = −ba = pb pro p 6= 2,
(14) a2 = 0, b2 = ab = pb, ba = αpb pro p 6= 2, α 6= 0, 1,
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(15) a2 = ab = pb, b2 = ba = 0,
(16) a2 = αpb, ba = pb = b2, ab = 0 pro α 6= 0.
Pro různá α jsou okruhy splňující vztahy (14) resp. (16) neizomorfní. Takže například
pro p 6= 2, existuje p − 2 okruhů splňujících vztahy 14. Tímto způsobem dopočítáme, že
pro p = 2 dostáváme 4 nové nekomutativní niplotentní okruhy. Jestliže p 6= 2, pak jich
existuje právě 2p+ 1.
Na závěr shrňme, že pro p = 2 existuje právě 14 okruhů s aditivní grupou Cp⊕Cp2 ,
pro p 6= 2 jich je 2p+ 13.
6.2.3. Okruhy s aditivní grupou Cp ⊕ Cp ⊕ Cp
V této kapitole budeme předpokládat, že R je okruh s cyklickou aditivní grupou izomorfní
Cp⊕Cp⊕Cp. Budeme postupovat podle velikosti jejich Jacobsonova radikálu. Zároveň bu-
deme vycházet ze skutečnosti, že faktorový okruh R/Rad R musí být izomorfní přímému
součtu konečných polí.
Z vlastností Jacobsonova radikálu plyne, že existuje, až na izomorfismus, právě jeden
okruh takový, že |Rad R| = 1 (což znamená, že Rad R = 0). Tento okruh je izomorfní
konečnému poli Fp3 .
Nyní uvažujme |Rad R| = 1. Potom R/Rad R ∼= Fp ⊕ Fp nebo R/Rad R ∼= Fp2 . Za
předpokladu R/Rad R ∼= Fp ⊕ Fp obsahuje R dva idempotentní prvky e1 a e2 takové, že
e1e2 = 0. Tyto prvky můžeme uvažovat jako aditivní generátory řádu p a okruh R je pak
generován prvky e1, e2, a, ord a = p tak, že platí vztahy
(17) a2 = e1e2 = e2e1 = ae1 = e2a = 0, e1a = ae2 = a, kde 0 6= a ∈ Rad R.
Dále lze ukázat, že případ R/Rad R ∼= Fp2 nemůže nastat.
Nechť je |Rad R| = p2. Potom je R/Rad R izomorfní Fp a R obsahuje jeden idempo-
tentní prvek e, tento prvek obecně nemusí být jedničkou okruhu R. Budeme předpokládat,
že R je generován třemi lineárně nezávislými aditivními generátory e, a, b, každý z nich je
řádu p.
Jestliže R má jedničku, pak 1 = e a R je lokální. Takové okruhy byly popsány v [8].
Platí v nich
(18) b2 = c, c2 = 0, bc = cb = 0,
(19) b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0.
Jestliže R není unitární, pak je izomorfní právě jednomu z okruhů, ve kterém platí
(20) e2 = e, ae = a, be = b, a2 = b2 = ea = eb = ab = ba = 0,
(21) e2 = e, be = b, ae = ea = 0, a2 = b2 = ab = ba = eb = 0,
(22) e2 = e, eb = b, ae = ea = a, a2 = b2 = ab = ba = be = 0,
(23) e2 = e, a2 = b2 = ab = ba = 0, ae = a, be = 0, ea = 0, eb = b,
(24) e2 = e, ea = a, eb = b, a2 = b2 = ae = be = ab = ba = 0.
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6.3. SHRNUTÍ
Dostáváme tedy 7 navzájem neizomorfních okruhů R takových, že |Rad R| = p2.
Nakonec zbývá vzít |Rad R| = p3. V těchto okruzích již nelze nalézt žádný idempo-
tentní prvek. Okruh R je proto nilpotentní a opět lze ukázat, že platí R4 = 0, nebo R3 = 0.
Nechť je R generován třemi lineárně nezávislými generátory řádu p, které označíme a, b, c.
Jestliže R3 = 0, pak
(25) a2 = b, b2 = 0, ab = c, c2 = 0.
Pro R3 6= 0 je R izomorfní právě jednomu z okruhů splňujících vztahy
(26) a2 = b2 = 0, ab = −ba = c, ac = ca = bc = cb = c2 = 0,
(27) a2 = c, ba = ab = 0, b2 = γc, kde γ = 1, jestliže p = 2 a γ = 1, µ pro p 6= 2
(28) a2 = c, ba = 0, ab = c, b2 = γc, c2 = bc = ac = ca = 0, γ ∈ Fp.
6.3. Shrnutí
Nastínili jsme postup odvození počtu navzájem neizomorfních okruhů řádu p3. Pro p = 2
jich existuje 52 a pro p 6= 2 je takových okruhů právě 3p+50. Přehledně je jejich klasifikace
znázorněna v následující tabulce.
p = 2 p 6= 2
1. rozložitelné okruhy 20 20
2. nerozložitelné okruhy 32 3p+30
2.1. s aditivní grupou Cp3 4 4
2.2. s aditivní grupou Cp ⊕ Cp2 14 2p+13
a) okruhy s jedničkou 2 3
b) okruhy bez jedničky 12 2p+10
α) komutativní 6 7
β) nekomutativní 6 2p+3
2.3. s aditivní grupou Cp ⊕ Cp ⊕ Cp 14 p+13
a) |Rad R| = 1 1 1
b) |Rad R| = p 1 1
c) |Rad R| = p2 7 7
d) |Rad R| = p3 5 p+4
Celkem 52 3p+50
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7. Wolfram Mathematica
V následující části se budeme zabývat programovým balíčkem SmallRings.m, který
byl naprogramován v prostředí Wolfram Mathematica. Smyslem vytvoření tohoto balíčku
je usnadnění práce s okruhy řádu p2. Naším hlavním cílem bude vytvořit funkci, která ze
zadané prezentace dokáže určit, do které třídy tento okruh patří. Abychom to dokázali,
bude nutné vytvořit jiné funkce, které řeší jednodušší úkoly. V dalším textu budou takové
funkce popsány.
7.1. Popis jednotlivých funkcí
Buď R okruh řádu p2. Pro zadávaní takového okruhu do vstupu našich funkcí musíme
rozlišit dva případy.
1) Okruh R má cyklickou aditivní grupu Cp2 . Pak budeme na vstupu níže uvedených
funkcí psát jeho prezentaci ve tvaru pres = {{a}, p, {a2}}, kde a je aditivní generátor
okruhu R, p je prvočíslo a operace násobení je plně určena mocninou a2.
2) Okruh R má cyklickou aditivní grupu Cp⊕Cp. Pak budeme psát jeho prezentaci ve
tvaru pres = {{a, b}, p, {a2, ab, ba, b2}}, kde a, b jsou aditivní generátory okruhu R,
p je prvočíslo a operace násobení je plně určena čtyřmi součiny a2, ab, ba a b2.
Pro práci s balíčkem si jej musíme nejdříve načíst. Slovo dir nahradíme názvem
složky, ve které je balíček uložen.
In[1]:= << dir` SmallRings`
Nyní projdeme, jak se volají jednotlivé funkce. Uvedeme také příklady použití.
Elements
[{gen}, p]
Generuje prvky okruhu řádu p2, kde gen je seznam (o jednom či dvou prvcích) jeho
aditivních generátorů.
In[2]:= Elements[{a, b}, 3]
Out[2]= {0, a, 2a, b, 2b, a + b, 2a + b, a + 2b, 2a + 2b}
MyTim
[
x, y, pres
]
Vynásobí mezi sebou prvky x a y v okruhu určeném zadanou prezentací.
In[3]:= MyTim[1 + 2g, g, {{1, g}, 5, {1, g, g, 1}}]
Out[3]= 2 + g
MulTab
[
pres, par
]
Zobrazí multiplikativní tabulku okruhu určeného zadanou prezentací. Parametr par
může nabývat dvou hodnot. Jsou to ”t” pro zobrazení ve formě tabulky a ”m” pro
zobrazení ve formě matice.
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In[4]:= MulTab[{{x, y}, 3, {x, 0, 0, y}}, ”t”]
Out[4]=
0 x 2x y 2y x + y 2x + y x + 2y 2x + 2y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x 0 x 2x 0 0 x 2x x 2x
2x 0 2x x 0 0 2x x 2x x
y 0 0 0 y 2y y y 2y 2y
2y 0 0 0 2y y 2y 2y y y
x + y 0 x 2x y 2y x + y 2x + y x + 2y 2x + 2y
2x + y 0 2x x y 2y 2x + y x + y 2x + 2y x + 2y
x + 2y 0 x 2x 2y y x + 2y 2x + 2y x + y 2x + y
2x + 2y 0 2x x 2y y 2x + 2y x + 2y 2x + y x + y
IsRing
[
pres
]
Ověří, zdali zadaná prezentace splňuje axiomy okruhu. Pokud ano, na výstupu je
řetězec ”True”, v opačném případě ”False”.
In[5]:= IsRing[{{a, b}, 11, {b, 0, 0, a}}]
Out[5]= False
Classif
[
pres
]
Pokud je na vstupu okruh řádu p2, zařadí jej do jedné ze tříd A-K.
In[6]:= Classif[{{a, b}, 5, {a, b, b, 3a}}]
Out[6]= K
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8. Některé speciální typy okruhů
8.1. Okruhy řádu p2
8.1.1. Duální čísla
Duální číslo nad Fp má tvar a+ b, kde a, b ∈ Fp a 2 = 0. Taková čísla zřejmě tvoří okruh
o p2 prvcích. Zařazení této struktury do jedné z tříd okruhů řádu p2 není problém.
Množinu duálních čísel generují aditivní generátory 1 a . Pokud si okruh duálních
čísel znázorníme v dříve zavedeném označení, dostáváme
R = {1,  : p · 1 = p ·  = 0, 2 = 0, 12 = 1,  · 1 = 1 ·  = } ∼= Fp[X]/(X2).
Tyto generátory tedy přímo splňují vlastnosti okruhů třídy G.
8.1.2. Komplexní čísla
Komplexní čísla nad konečným polem Fp jsou výrazy typu a + bi, kde a, b ∈ Fp a
i2 = −1. Opět dostáváme okruh R = {1, i : p ·1 = p · i = 0, 12 = 1, i2 = −1, i ·1 = 1 · i = i}
se dvěma generátory. Tentokrát to jsou 1 a i. Při klasifikaci tohoto okruhu bude situace
komplikovanější, protože budeme muset vzít v úvahu také hodnotu prvočísla p.
1) Pro p = 2 je okruh R = {1, i : 2 · 1 = 2 · i = 0, 12 = 1, i2 = −1, i · 1 = 1 · i = i}
izomorfní G = {a, b : 2a = 2b = 0, a2 = 0, b2 = b, ab = a, ba = a}, protože zobrazení
ϕ : G → R definované vztahy ϕ(a) = 1 + i, ϕ(b) = 1 je izomorfismus (lineární
nezávislost aditivních generátorů 1 + i a 1 je zřejmá).
2) Nyní vezměme prvočíslo p takové, že p 6= 2. Z předpokladů máme i2 + 1 = 0, takže
okruh R je vlastně faktorovým okruhem Fp[X]/(X2 + 1).
Pokud p ≡ 3 (mod 4), pak je polynom X2 + 1 v Fp nerozložitelný a platí
R = Fp[X]/(X2 + 1) ∼= Fp2 ∼= K.
Jestliže p ≡ 1 (mod 4), pak je (−1) kvadratické reziduum v Fp. Nechť c je odmoc-
nina (−1) v Fp. Pak platí
R = Fp[X]/((X − c)(X + c)) ∼= Fp[X]/(X − c)⊕ Fp[X]/(X + c) ∼= Fp ⊕ Fp = D
8.1.3. Parakomplexní čísla
Posledním příkladem okruhů řádu p2, který uvedeme, jsou tzv. parakomplexní čísla. Jsou
to výrazy typu a + bj, kde a, b ∈ Fp, a j2 = 1. Zvolme analogický postup jako v případě
komplexních čísel.
1) Pro p = 2 dostáváme stejnou multiplikativní tabulku jako v předchozím případě.
Okruh parakomplexních čísel nad F2 je izomorfní okruhu G.
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2) Ukážeme, že okruh R = {1, j : p · 1 = p · j = 0; 12 = 1, j2 = 1, j · 1 = 1 · j = j}, je
pro prvočíslo p 6= 2 izomorfní D = {a, b : pa = pb = 0, a2 = a, b2 = b, ab = ba = 0}.
Položme a = p+1
2
+ p−1
2
j a b = p+1
2
+ p+1
2
j. Pak a, b jsou lineárně nezávislé adi-
tivní generátory okruhu R. Tyto generátory zároveň splňují podmínky okruhu G.
Počítejme například
a2 =
(p+ 1
2
+
p− 1
2
j
)2
=
p2 + 1
2
+
p2 − 1
2
j = 2−1p2 + 2−1 + 2−1p2 − 2−1j =
= 2−1 − 2−1j = 2−1p+ 2−1 + 2−1pj − 2−1j = p+ 1
2
+
p− 1
2
j = a.
Stejným způsobem by se ověřila rovnost b2 = b. Snadno se dopočítá, že platí také
ab = ba = 0. Pro p 6= 2 je tedy okruh R izomorfní D.
8.2. Okruhy řádu p3
V této části textu si uvedeme několik příkladů okruhů řádu p3. Budeme je konstruovat
faktorizací okruhu polynomů nad konečným polem (viz příklad 2.2). Pozastavíme se nad
vlastnostmi jednotlivých okruhů, a jestliže dostaneme nerozložitelný okruh, pak uvedeme,
které ze vztahů v 6. kapitole okruh splňuje.
8.2.1. Faktorizace polynomů jedné neurčité
Nejdříve uvedeme příklady rozložitelných okruhů. Všechny tyto okruhy jsou komutativní
a nejsou unitární, protože násobky aditivních generátorů mezi sebou dávájí nulu.
1) Vezměme Fp[X]/(qr), kde q, r jsou ireducibilní polynomy a deg q = 1, deg r = 2.
Pak podle čínské zbytkové věty ([2] str. 265)
Fp[X]/(qr) ∼= Fp[X]/(q)⊕ Fp[X]/(r) ∼= Fp ⊕ Fp2 .
Dostáváme rozložitelný okruh složený ze dvou polí řádu p a p2.
2) Okruh Fp[X]/(qrs), kde q, r, s jsou různé ireducibilní polynomy prvního řádu, lze
rozložit na přímý součet konečných polí Fp ⊕ Fp ⊕ Fp.
3) Faktorizací Fp[X]/(q2r), kde q, r jsou ireducibilní polynomy prvního stupně, do-
staneme rozložitelný okruh G ⊕ Fp. Okruhem G rozumíme nerozložitelný okruh
z klasifikace v kapitole 5.
Nyní uvažujme okruhy, které nelze rozložit na přímý součet okruhů nižších řádů. Pozna-
menejme, že každý z níže uvedených okruhů je komutativní a unitární.
1) Prvky okruhu R1 = Zp3 [X]/(X) jsou polynomy stupně 1 nad okruhem zbytkových
tříd Zp3 . Je zřejmé, že R ∼= Zp3 . Aditivní grupa tohoto okruhu je generována prvkem
1, ord 1 = p3. Okruh splňuje vztahy (1), konkrétně 12 = 1.
2) Uvažujme okruh R2 = Zp2 [X]/(X2, pX). Prvky tohoto okruhu jsou polynomy ve
tvaru aX + b, kde a ∈ Fp, b ∈ Zp2 , takže jeho aditivní grupa je izomorfní Cp ⊕ Cp2 .
Jestliže položíme a = X, je na první pohled patrné, že a2 = 0, což je vztah (2).
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3) Nechť R3 = Fp[X]/(q3), q je polynom a deg q = 1. Tento okruh je generován adi-
tivními generátory X2, X, 1, všechny jsou řádu p. Položme X2 = c a X = b. Pak je
b2 = c, c2 = 0 a bc = cb = 0 a vidíme, že R3 splňuje vztahy (18).
4) Faktorový okruh Fp[X]/(q), kde q je ireducibilní polynom třetího stupně, tvoří ko-
nečné pole řádu p3. Je generováno aditivními generátory X2, X, 1, všechny z nich
jsou řádu p a platí Rad Fp3 = 0.
8.2.2. Faktorizace polynomů dvou neurčitých
1) Okruh Fp[X, Y ]/(X2, XY, Y 2) je generován prvky X, Y a 1. Řády všech aditivních
generátorů jsou rovny p. Jestliže položíme X = b a c = Y (nebo Y = b, X = c), pak
b, c splňují vztahy (19).
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9. Závěr
V kapitole 2 jsme definovali základní algebraické pojmy, které jsme využili pro klasi-
fikaci okruhů. K pojmu okruhu jsme se dostali přes jednodušší struktury s jednou operací.
Potom jsme zavedli ideály a faktorizaci okruhů, která s nimi úzce souvisí. Také jsme si
uvedli definici a základní vlastnosti polynomů.
V další kapitole jsme uvedli několik tvrzení, které jsme použili pro klasifikaci ko-
nečných okruhů. Také jsme zde formulovali větu o počtu navzájem neizomorfních okruhů
s cyklickou aditivní grupou Cm. Z této věty plyne, že existují právě dva okruhy řádu p.
Jsou to Cp(0) a Fp. Dále byl zaveden přehledný způsob zápisu okruhů řádu p2.
Potom jsme přistoupili k samotné klasifikaci a dokázali jsme, že existuje právě 11
navzájem neizomorfních okruhů řádu p2. Výčet okruhů řádu p3 jsme uvedli pouze se
stručným nástinem postupu. Počet těchto okruhů je již závislý na volbě prvočísla. Existuje
právě 52 okruhů řádu p3 pro p = 2. Pro p 6= 2 je jich 3p+ 50.
V kapitole 7 jsme uvedli všechny funkce, které jsou obsažené v programovém balíčku
SmallRings.m. Tento balíček byl naprogramován v softwaru Wolfram Mathematica. Jeho
hlavním smyslem je automatická klasifikace okruhů řádu p2, ale dá se použít i jako užitečný
pomocník při násobení prvků okruhu podle pravidel, které zadá uživatel.
Nakonec jsme se zabývali klasifikací některých speciálních typů konečných okruhů.
Z okruhů řádu p2 to byly duální, komplexní a parakomplexní čísla. Jako příklady okruhů
řádu p3 jsme uvedli faktorové okruhy polynomů (jedné nebo více neurčitých) nad koneč-
nými poli.
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10. Příloha A
Zdrojový kód balíčku SmallRings
(* : Title : Small Rings *)
(* : Author : Vít Haluza *)
(* : Package Version : 1.00 *)
(* : Copyright : Copyright *)
BeginPackage["smallrings‘"]
MulTab::usage="..."
(* MulTab[{{a,b},p,{a∧2,ab,ba,b∧2}}] - multiplikativní tabulka *)
MyTim::usage="..."
(* MyTim[x,y,{{a, b},p,{a∧2,ab,ba,b∧2}}] - násobení prvků *)
Elements::usage="..."
(* Elements[{a,b},p] - seznam prvků okruhu *)
IsRing::usage="..."
(* IsRing[{{a,b},p,{a∧2,ab,ba,b∧2}}] - ověření, axiomů okruhu *)
Classif::usage="..."
(* Classif[{{a,b},p,{a∧2,ab,ba,b∧2}}] - klasifikace okruhu řádu p∧2 *)
Begin[„Private‘"]
MyTim[a ,b ,pres List]:=
Module[{t,u},
t=Distribute[u[a,b]];
(* vytvoření funkce u dvou proměnných a použití distributivního zákona *)
u[x ,c *y ]:=c*u[x,y]/;FreeQ[c,y];
(* vytknutí konstant z druhé složky *)
u[c x ,y ]:=c*u[x,y]/;FreeQ[c,x];
u[x ,y ]:=x*u[1,y]/;IntegerQ[x]&&x!=1;
(* pokud je v první složce číslo různé od 1, vytkne jej před funkci *)
u[x ,y ]:=y*u[x,1]/;IntegerQ[y]&&y!=1;
If[Length[pres[[3]]]==4,
(* pro dva adit. generátory *)
t=t/.{u[pres[[1]][[1]],pres[[1]][[1]]]− > pres[[3]][[1]],
(* nahrazení u[a,a]− >a∧2 *)
u[pres[[1]][[1]],pres[[1]][[2]]]− > pres[[3]][[2]],
(* nahrazení u[a,b]− >ab *)
u[pres[[1]][[2]],pres[[1]][[1]]]− > pres[[3]][[3]],
(* nahrazení u[b,a]− >ba *)
u[pres[[1]][[2]],pres[[1]][[2]]]− > pres[[3]][[4]]};
(* nahrazení u[b,b]− >b *)
t=PolynomialMod[t,pres[[2]]],
(* součet upraví do formy mod p *)
t=t/.{u[pres[[1]][[1]],pres[[1]][[1]]]− > pres[[3]][[1]]};
(* pro jeden adit. generátor *)
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t=PolynomialMod[t,pres[[2]]∧2]]]
(* součet upraví do formy mod p∧2 *)
Elements[gen List,p Integer]:=
If[Length[gen]==1,
Table[i gen[[1]],{i,0,p∧2-1}],
(* pro jeden adit. generátor *)
Sort[
Flatten[Outer[Plus,Table[i*gen[[1]],{i,0,p-1}],Table[i*gen[[2]],{i,0,p-1}]]]]]
(* pro dva adit. generátory *)
MulTab[pres List,form String]:=
Module[{elements,tab},
elements=Elements[pres[[1]],pres[[2]]];
(* do vnitřní proměnné elements vytvoří všechny prvky okruhu *)
tab=Table[MyTim[elements[[i]],elements[[j]],pres],
(* vynásobeni všech prvků okruhu mezi sebou (vytvoření matice) *)
{i,1,pres[[2]]∧2},{j,1,pres[[2]]∧2}];
Which[form=="m",
tab//MatrixForm,
(* výsledek ve formě matice *)
form=="t",
TableForm[tab,TableHeadings− >{elements,elements}]]]
(* výsledek ve formě tabulky *)
IsRing[pres List]:=
Module[{tab1,tab2,gen},
gen=pres[[1]];
(* uložení generátorů do pomocné proměnné *)
tab1=Table[MyTim[gen[[i]],MyTim[gen[[j]],gen[[k]],pres],pres],
(* vynásobeni generátorů a*(a*a) *)
{i,1,Length[gen]},{j,1,Length[gen]},{k,1,Length[gen]}];
tab2=Table[MyTim[MyTim[gen[[i]],gen[[j]],pres],gen[[k]],pres],
(* vynásobení generátorů (a*a)*a *)
{i,1,Length[gen]},{j,1,Length[gen]},{k,1,Length[gen]}];
tab1===tab2]
(* porovnání, zda jsou obě vytvořené tabulky stejné *)
Classif[pres List]:=
Module[{class,gen,p,prod,sq1,sq0,multab,elements,list1},
gen=pres[[1]];
p=pres[[2]];
prod=pres[[3]];
(* ověření, jestli je na vstupu okruh *)
Catch[If[!IsRing[pres],Throw[Print["not a ring"]]];
(* rozdělení okruhů s jedním generátorem *)
If[Length[gen]==1,
class=Piecewise[{
{"B",prod[[1]]===(p*gen[[1]])},
{"C",prod[[1]]===0}}, "A"],
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(* rozdělení okruhů se dvěma generátory *)
If[prod[[1]]===prod[[4]]===0,Throw[class="I"]];
(* triviální násobení *)
elements=DeleteCases[Elements[gen,p],0];
(* vytvoření seznamu prvků okruhu bez nuly *)
multab=Table[MyTim[elements[[i]],elements[[j]],pres],
(* multiplikativní tabulka *)
{i,1,Length[elements]},{j,1,Length[elements]}];
(* vytvoření seznamů prvků pro které platí a∧2=a (sq1) a a∧2=0 (sq0) *)
sq1={};
sq0={};
Do[
Which[
elements[[i]]===multab[[i]][[i]],AppendTo[sq1,elements[[i]]],
multab[[i]][[i]]==0,AppendTo[sq0,elements[[i]]]],
{i,1,Length[elements]}];
(* prověření případu J *)
Do[
If[multab[[i]][[i]]===sq0[[j]],
If[MyTim[elements[[i]],sq0[[j]],pres]==0,Throw[class="J"]]]
,{i,1,Length[elements]},{j,1,Length[sq0]}];
(* pronásobení prvků z sq1, odstranění diagonály *)
list1=Table[MyTim[sq1[[i]],sq1[[j]],pres],{i,1,Length[sq1]},{j,1,Length[sq1]}];
Do[list1[[i]][[i]]=Null,{i,1,Length[list1]}];
(* pokud jsou ve vytvořeném seznamu alespoň 2 nuly, jedná se o třídu D *)
If[Count[list1,0,2]>=2,Throw[class="D"]];
(* ověření případů E a F *)
Do[
Which[
list1[[i]][[j]]===sq1[[i]],
If[list1[[j]][[i]]===sq1[[j]],Throw[class="E"]],
list1[[i]][[j]]===sq1[[j]],
If[list1[[j]][[i]]===sq1[[i]],Throw[class="F"]]
],{i,1,Length[sq1]},{j,1,Length[sq1]}];
(* ověření případů G a H *)
Do[Which[MyTim[sq0[[i]],sq1[[j]],pres]===sq0[[i]],
If[MyTim[sq0[[i]],sq1[[j]],pres]===sq0[[i]],Throw[class="G"]],
MyTim[sq0[[i]],sq1[[j]],pres]===MyTim[sq1[[j]],sq0[[i]],pres]===0,
Throw[class="H"]]
,{i,1,Length[sq0]},{j,1,Length[sq1]}];
(* pokud okruh nevyhovoval žádné z podmínek, musí být ve třídě K *)
Throw[class="K"]]]]
End[ ]
EndPackage[ ]
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11. Seznam použitých zkratek a
symbolů
N množina přirozených čísel
Z množina celých čísel
a|b a dělí b
(a, b) největší společný dělitel a a b
A⊕B přímý součet A a B
〈M〉 grupa, generovaná množinou M
Cm aditivní grupa řádu m
ord g řád prvku g
G(0) okruh s aditivní grupou G a triviálním násobením
|R| řád okruhu R
ker ϕ jádro homomorfismu ϕ
(S) ideál generovaný množinou S
Rad R Jacobsonův radikál okruhu R
Zm okruh zbytkových tříd modulo m
Fpn konečné pole řádu pn
R[X] množina polynomů nad okruhem R
deg p stupeň polynomu p
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